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megyei szakasz, 2023. februar 4.

IX. osztaly

2+

1. feladat (10 pont). Oldd meg az + 2021] = |x 42022 egyenletet, ahol [a] az a valos szam

egész részét, |a| pedig a modulusét jeloli.
Matlap 10/2022 L:3515

Megoldas. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenl&ség bal oldala egy egész szam, igy a jobb oldalon 1év6 kifejezés is egész kell legyen. Ez
akkor és csakis akkor teljesiilhet, ha = egész szam. (2 pont)

Tovabba barmely x egész szam esetén az 12 + x = x(x + 1) kifejezés paros, mert két egymast kivets
egész szam koziil az egyik biztosan paros. Igy mzﬂ is egész szdm, tehét [’”2% +2021] = EQ% +2021.

(3 pont)
Ezek alapjan az egyenlet egyenértéki azzal, hogy “”QQi%—QOQl = |z+2022|. Két esetet kiilonboztetiink
meg.

I. Ha x > —2022, akkor a kovetkez6 egyenértékii atalakitasokat végezhetjiik:

:p2—|—x x2—|—x

+2021 = |z + 2022 <— +2021 =2 4+2022 <= 2° -1 —-2=0.

Az utobbi egyenlet megoldasai x1 = —1 > —2022 és xo = 2 > —2022. (2 pont)

IT. Ha z < —2022, akkor a kovetkez6 egyenértéki atalakitasokat végezhetjiik:

2 2
T 0021 = |2 +2022) = LT 10021 — —2 — 2022 = &2 + 3z + 8086 = 0.
Az utébbi egyenletnek nincsenek valos megoldasai. (1 pont)
Tehét az egyenlet megoldashalmaza M = {—1,2}. (1 pont)

|

2. feladat (10 pont). Igazold, hogy barmely z,y,z > 0 valos szamok esetén teljesiilnek az alabbi
egyenléGtlenségek:

a) 2z/yz < 2% + yz;

IN

1 1 1 1 /1 1 1Y
b) x2+yz+y2+xz+z2+xy 2 @—i_ﬁJrE’

1 1 1 1 1 1
) —+—+—< =+ +=.
xy  yz xz  x? yr 22

Durugy Erika, Torda
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V. OMMO - megyei szakasz - [X. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A szamtani és mértani kozepek kozti egyenl6tlenség alapjan minden z,y, z > 0 esetén

Vaz-oyz < :L’Z—l—yz'

2

Mivel & > 0, az kovetkezik, hogy 2z,/yz < 2% + yz. (2 pont)

Megjegyzés. A bizonyitandé egyenlGtlenség egyenértéki azzal, hogy 0 < (x — \/yz)?, ami
teljesiil, baArmely x,y, z > 0 esetén.

b) Az @ alpontban igazolt egyenlGtlenség alapjan kovetkezik, hogy az z,y,z > 0 szdmok esetén
1 1 a0 1 1
2+yz < 2xf’ hasonléan i S wyym O Ty S ey (1 pont)

Osszeadva az egyenldtlenségek megfelels oldalait, azt kapjuk, hogy

1 n 1 n 1 < 1 n 1 n 1 :,/:cy—im/yz—l—\/:cz
?2+yz y+rz 224wy T 2x Yz 2y/zx o 22Ty 2xyz

A szamtani és mértani kézéparanyosok kozti egyenlGtlenség alapjan mlnden x,y,z > 0 esetén

VT < a:+y \/y_z< y;rz és /xz < T2 ahonnan \/ry + /yz + 1z < Hy”) =z+y+=z

Tehat xgiyz + 2+m + Z2ixy < x;’;z, ez pedig egyenértékd azzal, hogy

. (1 pont)

1 1 1 <1 1 1 1
$2+yz+y2+a:z+22+xy_§ :E_y—i—ﬁ—'—g ’

barmely x,y, z > 0 esetén. (2 pont)

¢) Az egyenlétlenség mindkét oldalat 2-vel beszorozva, majd atrendezve, a kovetkezd egyenértékii
atalakitasokat végezhetjiik:

=S 0 —-—+ =+ ——+ =+ ———+—
— a2 xy+y2+y2 Yz z2+22 zx+x2
1 1\* /1 1\* /1 1\’
=0 (=) +(===) +(==-=) .
Ty Yy oz z
ez pedig teljesiil minden xz,y, z > 0 esetén. (3 pont)

3. feladat (10 pont). Egy 2023 oldala szabalyos sokszog csucsai koziil egyet zoldre, a tobbit fehérre
vagy pirosra festjiik. Tekintsiik az Osszes olyan konvex sokszoget, amelyeknek csiicsai az adott sok-
sz0g csucsai koziil valok. Mely konvex sokszogekbdl van tobb és mennyivel: azokbol, amelyeknek
egyik csicsa z0ld, vagy azokbol, amelyeknek nincs z6ld cstcsa?

Zay Fva, Zilah
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Minden z6ld cstiicecsal nem rendelkezd konvex sokszoghoz tarsithato egy eggyel nagyobb oldalszamu
konvex sokszog a z6ld csiics hozzdadasaval. Tgy legalabb annyi z6ld cstcesal rendelkezs sokszog van,
mint ahény zold csies nélkiili. (3 pont)

Ay (zold) Ay (zold)
Azo23

" Aaoig

A2019

Tekintjiik azokat a haromszogeket, amelyeknek egyik cstcsa zold, a masik két csics pedig fehér vagy
piros. Ezekhez a konvex sokszogekhez (haromszogekhez) nem téarsitottunk zold csics nélkiili konvex
sokszoget a fenti médon. Ezen haromszogek szama megegyezik azon szakaszok szdmaval, amelyeknek
egyik végpontja sem zoOld. Az eredeti sokszognek két olyan oldala van, amelynek egyik végpontja
z0ld, igy 2023 — 2 = 2021 olyan oldala van, amelynek egyik végpontja sem zdold. (1 pont)
A megadott 2023 oldalu sokszognek 2222292-8) — 9231010 = 2 043 230 atloja van. A z6ld cstcsbol
kiindulo atlok szama pedig 2023 — 3 = 2020. Igy a z6ld csticsot nem tartalmazo &tlok szama

2023 - 2020 2021 - 2020
— — 2020 = — 5 = 2021 - 1010 = 2041 210. (3 pont)
Kovetkezésképpen a zold csicsot tartalmazo haromszogek szerkesztéséhez 2021 oldalt és 1010 - 2021
atlot, azaz 2021 4 1010 - 2021 = 2021 - 1011 = 2043 231 szakaszt hasznaltunk fel. (1 pont)
Tehat az egy z6ld csticesal is rendelkezd konvex sokszogek szama 2 043 231-gyel tobb, mint azoknak
a konvex sokszogeknek a szama, amelyeknek nincs zo6ld csticsa. (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszog sikjaban 1év6 M pont szimmetrikusat az AB, AC' és BC
oldalak felezGpontjara nézve jelolje M;, My és Ms. Tovébbé legyen A’ a sik azon pontja, amelyre

AA = 2(A'B 4+ A'C). Igazold, hogy ha az A, A’ és M pontok nem kollineérisak, akkor az AG'A’M
négyszog egy paralelogramma, ahol G' az M; My M3 haromszog stulypontja.

Toth Csongor, Szovdta

Megoldas. Hivatalbol (1 pont)
Ha P a BC szakasz felez6pontja, akkor a sik tetszGleges @ pontja eseté@ —i—@ :@, saja-
tosan (Q = A’ esetén kapjuk, hogy AB+ AC =2A'P. Igy a megadott A'B + A'C :gA feltételt

—

- — —

felhasznél&azt lﬂp'uk, hogy A’i): 4A'P. Ez pedig egyenértékii azzal, hogy A'P + PA = 4A'P,
ahonn_ar; PA =3A'P. Tovabba PA = 3@, ahol G az ABC haromszog siulypontja. Kovetkezéskép-
pen A'P = ﬁ Ez azt jelenti, hogy A’ pont a G pontnak a szimmetrikusa a P pontra nézve, sét a
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G pont az AA’ szakasz felezGpontja. (3 pont)

Mivel G sulypontja az ABC' haromszognek, ezért

MHGZMAJFMBjLMé'

1 t
: (1 pont)
Masrészt
Ta - M M, +M?J)\42 + M M,
 MA+ MB+ MA + MC + MB + MC
B 3
2(MA+MB + MC
_ AMAT . M) o 0,
(3 pont)
Mivel MG’ = 21\7(5, ezért a G pont felezGpontja az MG’ szakasznak is, tehat az AG' A’ M négyszog
atloi felezik egymast, igy ez a négyszog egy paralelogramma. (2 pont)
[ |
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