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XXXII. EMMV

megyei szakasz, 2023. februar 4.

XII. osztaly

1. feladat (10 pont). Az M = (—1,2) halmazon értelmezziik a ,*” miiveletet tgy, hogy = x y =
Cay+4(r+y) -2
20y — (x+y)+5

, barmely z,y € (—1,2) esetén. Tudjuk, hogy (M, *) Abel-féle csoport.
9 _
a) Igazold, hogy az f: (0,00) — (—1,2), f(z) = T, ° fliggvény egy izomorfizmus az (R*,-) és
x
(M, *) csoportok kozt!

2-2023! -1 1 2 2021
— x| =) x..x | —— | =1
2023!' 4+ 1 4 5 2024

b) Igazold, hogy

(FF*)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az f fliggvény izomorfizmus, hogyha f bijektiv és mivelettarto, vagyis f(xy) = f(x) * f(y),
minden z,y € (0, 00) esetén. Kiszamoljuk, hogy

flay) = i;iz )
F(a) % fy) = L0 @) +4U (@) + 7 (y) 2

~2f(@)fly) — (f@)+ fy) +5

2 — 2 — 2 — 2 —
x._y_|_4. x+_y -2
14z 14y 1+ 14y

'2—x'2—y_(2—x+2—y)+5

1+2 1+y l+z 14y
4—20—2y+ay+4Q2—z+2y—ay+2—y+2zx—ay) —2(1 +x +y+ xy)
24 -2z —2y+zy) — 22—z +2y—axy+2—y+2z—ay) +5(1 +z+y+ zy)

:18—9xy:2—xy @)
9492y 1+azy’

minden z,y € (0,00) esetén. Tehat az és osszefiiggések alapjan f(zy) = f(x) * f(y),
minden z,y € (0,00) esetén, vagyis az f fliggvény csoportmorfizmus. (2 pont)
Az f fiiggvény derivalhato a (0, 00) intervallumon és f'(z) = ﬁ < 0, minden = € (0, 00)
esetén. Ez azt jelenti, hogy az f fliggvény szigorian csokkend, tehat az f injektiv. (1 pont)

Az f fiiggvény folytonos a (0, 00) intervallumon, az f szigortian csokkend, illetve lim f(x) = —1
T—r00

és liér(l) f(z) = 2, ezért az f képe Im f = (—1,2), tehat az f sziirjektiv. Mivel az f injektiv és
szurjektiv, ezért az f bijektiv. (1 pont)
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b) Bevezetjitk az a = (2223=1) « (—1) x (—2) % ... % (—22L) jelolést. Eszrevehetd, hogy

2023!+1 2024
2-20231 —1  2— 5o 1 ) n 2—(n+2)
, =2 = f oo - = = f(n+2),
20231 +1 1+ 55 2023! n+3 1+(n+2)

minden n € {1,2,...,2021} esetén, tehat az a kifejezés a kovetkezd alakba irhato at

_(2-20231 -1 1 2 2021
“= ( 20231 + 1 ) * (7) i <_S) o (_m>
—f (2023‘) F(3) % f(4) % ...% f(2023). (2 pont)

Az la)| alpont szerint az f fiiggvény egy izomorfizmus az (R, -) és (M, *) csoportok kozott, igy

=f <2023‘) F(3)* f(4)*...x f(2023)

1 1
[ |
2. feladat (10 pont). Hatarozd meg az 6sszes f: R — (0, +00) primitivalhato fiiggvényt, amelyeknek

az F': R — R primitiv fiiggvényére teljesiil, hogy F(0) =0 és F(x) +In f(z) = In (1 +

x
v1+ :U2> 7
Matlap 10/2022 L:3528

minden x € R esetén.

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az F(z) + Inf(z) = In (1 + \/%7), minden x € R esetén egyenlGséget atrendezve az F(z) =

14+ —=
=1In (1 + \/%7) —In f(x) egyenlGséghez jutunk, ahonnan F(x) = In ( fv(;””g ) Ennek a kifejezés-

1+
nek pedig megfelel az ef'®) = fv(“)rﬂ” egyenlGség, ahonnan kapjuk, hogy
F(z) _ x

x)-e =1+ : 3
@ = ®)
(3 pont)
Felhasznélva, hogy F'(x) = f(x), minden x € R esetén a osszefiiggés alapjan irhatjuk, hogy
F(z) ef@ =1+ Wamt mi/nden x € R esetén. (1 pont)
Mivel F'(z) - eF'@ = (eF'@)), minc,len z € Resetén és 1+ =25 = (z++V1+2?)", minden z € R
esetén, a dsszefiigges az (eF'@) = (z + /1 + 22)’ fiiggvényegyenlethez vezet. (1 pont)

Tudjuk, hogy ha f'(z) = ¢'(x), minden = € R esetén, akkor minden = € R esetén f(z) — g(z) = ¢,
ahol ¢ € R konstans. Igy @ =z 4+ /1 + 22 + ¢, minden x € R esetén. (1 pont)
Az F(0) = 0 feltételbsl meghatarozhato a ¢ konstans, éspedig ¢ = 0. (1 pont)
Tehat e® =z + /1 + 22, ahonnan F(z) = In(z + /1 + 22), minden = € R esetén. (1 pont)
Igy csak az f: R — (0, 00),

x)=F(z)=|In(z+V1+22)| = et , VreR
fa) = P(a) = i+ VIT 9] = ——EE —
fliggvény teljesiti a kért feltételeket. (1 pont)
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Megjegyzés. Az f: R — (0,00), f(x) = ﬁ megoldas megsejtéséért és leellendrzéséért Gsszesen

3 pont jar.
[ |

3. feladat (10 pont). Tekintsiik azoknak az egyenld szari, de nem egyenld oldaltt haromszogeknek
a H, halmazat, amelyek oldalhosszai (2n 4 1)-nél kisebb vagy egyenls egész szamok.

a) Héany eleme van a H,, halmaznak?

b) Az n = 7 esetben mennyi a valoszintisége annak, hogy tetszélegesen valasztva egy haromszoget
a H; halmazbol, az tompaszogli haromszog legyen?

Szilagyi Judit, Kolozsvdr
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Elgszor megvizsgaljuk, hogy hany olyan haromszog van, melynek szarai k hossztusaguak, ahol
ke{l,2,....2n+1}. A k k[ egy ilyen haromszog oldalhosszai pontosan akkor, ha teljestil
a haromszog-egyenl6tlenségek koziil az 1 < [ < 2k (a mésik ketté automatikus), ugyanakkor
[<2n+1ésl+#k. (1 pont)
Ha k€ {1,2,...,n+ 1}, akkor az 1 <[ < 2k feltétellel egyiitt az [ < 2n + 1 feltétel is teljesiil.
Ebben az esetben a k szarhosszt haromszogek szama 2k — 1, és mivel k # [ kovetkezik, hogy

2k — 2 darab ilyen haromszog van. (1 pont)
Hake{n+2,n+3,...,2n+ 1}, akkor az 1 <1 < 2k és | < 2n+ 1 feltételekbsl kapjuk, hogy
1<1<2n+41ésl+#k,igy k-tol fiiggetleniil 2n darab haromszoget kapunk. (1 pont)

Ez azt jelenti, hogy a H, halmaz elemeinek szama

n+1 2n+1

1 2
H =S (2k-2)+ Y on—2. F >2(”+ ) om41)+2n-n
k=1 k=n+2
=(n+1)-n+2n*=3n*+n. (1 pont)

b) Egy egyenls szart haromszogben csak az alappal szemben fekvé szog lehet tompaszog, jeloljitk

2k — 2 .
ezt a-val A koszinusz tételbsl kovetkezik, hogy cosat = ———— < 0, ha o tompaszog. Igy a
haromszogek koziil azok lesznek tompaszogiiek, melyekre teljesiil az 1 <[ < 2k, I < 2n+1 és
[ # k feltételek mellett az 2 > 2k? feltétel is. (2 pont)
k k
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A feltételeknek megfelels haromszogek oldalhosszai n = 7 esetén a kdvetkezGek:

(2,2,3),(3,3,5), (4,4,6), (4,4,7), (5,5,8), (5,5,9), (6,6, 9),
(6,6,10), (6,6,11), (7,7,10), (7,7,11), (7,7,12), (7,7, 13), (8,8, 12),
(8,8,13), (8,8,14), (8,8, 15), (9,9, 13), (9,9, 14), (9,9, 15), (10, 10, 15).

Tehat 21 kedvez6 esetiink van. (2 pont)
21
Az el6z6 alpont alapjan a lehetséges esetek szama 3- 72 +7 = 154, igy a kért valoszintség p = 51—
3
=53 (1 pont)
[ |

4. feladat (10 pont). Szamitsd ki az

dx

/ b* —a* + (zb* + 1) Ina — (xa® + 1) Inb
T —
22(ab)® + z(a® + b*) + 1

integralt, ahol a és b pozitiv valos szamok és = € (0, 00)!
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A nevez6t tényezSkre bontjuk

2%(ab)” + z(a” + b*) + 1 = 2%a"b” + za® + zb* + 1
= (xza®+1) (xb®+1). (1 pont)
A B

A fenti jeloléseket hasznalva kapjuk, hogy B — A = x(b” — a”), ahonnan b* —a” = %, igy az eredeti

integrél atirhato

L(B—A)+ Blna— Alnb
=] 2= dx.
/ AB ’
alakba. (2 pont)
Az integralt felbontjuk két integral kiilonbségére a kovetkezSképpen:
1 1
~+1 ~+1Inb
I= [z Anadx—/ac Bn dz. (2 pont)
J g
%‘H a®+zxa®lna

akkor a szamlaléban

Az J integralban szerepld tortet ha bovitjiik za®-szel, vagyis +—— = 42 (ra+1)

egy fﬁggvény derivaltjat kapjuk, azaz (xax), =a” + xa” Ina. (1 pont)
1
AJ= / @’ tza'lna dx integralban végrehajtva az ra® = t, (a"’” +za” In a) dx = dt valtozocserét,
ra® xaf
kapjuk, hogy

xra®

a®+1

1 1
dt:/—dt—/—dtzln\ﬂ—ln\t—l—l\—i-C:ln
t t+1 x

’ +C. (2 pont)
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Hasonléan

Tehat az eredeti integral

B ra® xb” L [a®(xb® + 1)
Z= (xa“” + 1> — (xbﬂc + 1> = {b“f(xax + 1)} +C
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