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XXXII. EMMV
megyei szakasz, 2023. februar 4.

X. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Adottak az x,y € (1,2022) szamok, amelyekre fennéll az 2%+ y? = 2023>
Osszefiiggés. Bizonyitsd be, hogy

1085023 2 ¥ 1+ 108202310 ¥ = 2 - 1089093 1 ¥ - 10820231, -

b) Igazold, hogy barmely a,b,c > 1 valos szamok esetén

Vlog, (b1°8:?) + logy (% <) 4 1/logy (a8 @) + log, (b°8") > 2v/2.
(##%)
Megoldas. Hivatalbol (1 pont)

a) Mivel z,y € (1,2022), ezért a logygez_, ¥, 1089093+, U5 l0g, (2023—17), log, (2023+x) értelmezettek
és nem nullak. A logygos_, ¥ + 10800934, ¥ = 2 - 1089003_, ¥ - 10800934, ¥ azonossag atirhato

1 1 1 1
=92. . 1 t
log, (2023 — x) ' log, (2023 + 7) log, (2023 — z) " log, (2023 + ) (1 pont)
alakba. A bal oldalt kézos nevezére hozva azt kapjuk, hogy

log, (2023 — z) + log,, (2023 + ) 1 1

=92. . (1 pont)
log, (2023 — x) - log, (2023 + ) log, (2023 — z) log, (2023 + x)
log, (2023% — z?) 1 1

—9. . .
log, (2023 — x) - log, (2023 + ) log, (2023 — z) log, (2023 + x)
Felhasznalva az 2% + y? = 20232 egyenldséget az azonossagunk a

log, v B 2
log, (2023 — z) - log, (2023 + x) ~ log, (2023 — z) - log, (2023 + )

igaz egyenlség formajaba irhato at. (2 pont)

b) A megadott egyenl6tlenségben a kivetkezs egyenértékii atalakitasokat végezziik:

V108, (B9%:5) + log, () + +/log, (@l 0) + log, (50) > 2v/2
= \/log,b-log, b+ log, ¢ - log, ¢ + \/log,a - log,a + log, b-log,b > 2v2 (1 pont)

= \/loga—Hogic—k \/log§a+loggb>2\/§
= /log? b+ logj c + > 2V/2.
1 ga IOgbC
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V. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

Mivel a,b,c > 1, ezért a log, b, log, ¢ pozitiv valos szamok. Bevezetve a p = log,b > 0 és
q = log, c > 0 jeldléseket a kapott egyenlStlenség

T 1
p2+q2+,/]¥+?22\/§ (1)

alakban irhato. (1 pont)
Felhasznalva a

Vi + a3+ 048> (a4 5P + (a2 + b)’, Vayasbyby € R

Minkowski-egyenl6tlenséget az a; = p, as = q, by = %, by = % szamokra, illetve a minden x > 0
esetén fennallo = + % > 2 egyenlGtlenséget kapjuk, hogy (1 pont)

T 1 1\?2 1\?
P P q

Megjegyzés. Minden p, g > 0 esetén az (1)) egyenlStlenség igazolhato a szamtani és mértani kozepek
kozotti egyenlStlenség kétszeri alkalmazéasaval is:

1 1 2 2 2
L 24—+ = >\/2p2 + = \/2pq 4+ ] = > 20/ 2pq - ] = = 2V2.
VI [ G 2 VAP [oas = a2 2 Ve
[ |

1
2. feladat (10 pont). Az a € R és b > 0 esetén adottak a 23 = a+b-i és 2y = = komplex
21
szamok gy, hogy z; — 29 és 22 valosak. Hatarozd meg a z; és 2, komplex szamokat!
(*#%)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen zo = ¢+ di, ahol ¢,d € R. Ekkor z; —zs =a+bi—c—di=a—c+ (b—d)iésaz —z2 €R
feltételbdl kapjuk, hogy b = d. (1 pont)
A 22 = (c+di)*> =+ 2cdi — d* = * — d* + 2cdi és a 235 € R feltételbsl adodik, hogy 2cd = 0. Innen
a d=b> 0 alapjan kovetkezik, hogy ¢ = 0. (1 pont)
Azt kaptuk, hogy 25 = ¢ + di = bi. (1 pont)
A zy értelmezése alapjan
l1-z1 1—(a+bi) 1—(a—0bi) 1—a+b
2o = = = =
*T1+Z 14(atb) Ll+(a—bi) l+a—bi
1 —a®+bi+ abi 4 bi — abi + b*
N (14 a)? —b%?
1—a?—b? 2b
_ (2 pont)

(1+a)?2+0? - (1+a)2+b22'

A zo-re vonatkozd Osszefiiggések alapjan az ib = (;Z;’ f; +a +a2)b2 2t egyenlGséghez jutunk, ahonnan
2b
2 12 / _
l—a"—b"=0 és m—b (lpont)
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V. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

Mivel b > 0, igy az utobbi egyenléség egyenértéki a 2 = (1 + a)? + b? egyenlSséggel, amely atirhato
1 — a? — b* = 2a alakba. Innen kapjuk, hogy a = 0. Ezt visszahelyettesitve az 1 — a? — b? = 0

osszefiiggésbe kapjuk, hogy b =1 a b > 0 feltétel miatt. (2 pont)
Tehét a keresett két komplex szam z; = 2z = i. (1 pont)
n

3. feladat (10 pont). Igazold, hogy barmely z,y, z € R szdmok esetén
(27 4 2 - (22 S @ 2T 1) < L
Hatarozd meg, mikor all fenn egyenlgség!

Longdver Lajos, Nagybdnya
Matlap 9/2022 L: 8503

Megoldas. Hivatalbol (1 pont)
Bevezetve a 2" =a > 0, 2Y =b > 0, 2°* = ¢ > 0 jeloléseket az eredeti egyenlGtlenség

a ¢ b «a c b
Sy 242 2 1) <
<b+b 1)(c+c 1)<a+a 1>_1

alakba frhatd, amely egyenértéki az

(a+c—b)(b+a—c)(c+b—a) < abe (2)
egyenlGtlenséggel. (2 pont)
Mivel az egyenlGtlenség jobb és bal oldalan szerepld kifejezések szimmetrikusak, feltételezhetjiik,
hogy a >b>c. Ekkora+c—b>0ésb+a—c>0. (1 pont)
Ha ¢+ b —a <0, akkor a bal oldal nem pozitiv, a jobb oldal pozitiv, tehit az egyenl6tlenség igaz.

(1 pont)

Ha c+b—a > 0, akkor az egyenl6tlenséget négyzetre emelhetjiik, mert mindkét oldal pozitiv, és azt
kapjuk, hogy

[a+(c=b)lla—(c=b)b+(a—c)b—(a—c)lc+ (b—a)lc— (b—a)] <a’b’c’
< [a* — (c = b)*][b* — (a — ¢)?][¢* — (b—a)?] < a®b*C*. (3 pont)

Mivel 0 < a?> —(c—=0)? < a?, 0 <V —(a—c)? < b és 0 < ?— (b—a)* < 2 ezért az utobbi

egyenlGtlenség igaz. (1 pont)
Egyenl6ség akkor all fenn, ha a = b = ¢, amely egyenértékii az x = y = z egyenldségekkel az expo-
nencialis fliggvény bijektivitasa miatt. (1 pont)

Megjegyzés. Ha a egyenlGtlenség bal oldalan mindharom zardjel pozitiv, akkor bevezetve az
a=a+c—b f=b+a—c, v=c+b—a jeloléseket a egyenlGtlenség

a+pB B+y v7+a
< ) )
afy < —3 2 2

alakba irhato, mely igazolhat6 a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség alkalmazéasaval
is.
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V. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

4. feladat (10 pont). Adott egy 11 x 11-es négyzethald, amelynek négyzeteibe beirjuk a természetes
szamokat 1-t6l 121-ig valamilyen sorrendben. Igazold, hogy a négyzethalonak van olyan 2 x 2-es
része, amelyben talalhato négy szam Osszege legalabb 210.

(*%%)

Megoldas. Hivatalbol (1 pont)
A négyzethalon Gsszesen 100 darab 2 x 2-es négyzet van, (2 pont)
amelyekben a szamok 0sszege névekvs sorrendben S; < Sy < ... < Sigp. (2 pont)
Ezek Osszege S = S7 + So + ... + Sigo- Ugyanakkor az S harom mésik Osszeghdl is megkaphatd. A
11 x 11-es négyzethéld négy sarkdban 16v6 szam mindegyike egyetlen 2 X 2-es négyzetben szerepel.
Jelolje A; ezen négy szam Osszegét. A 11 x 1l-es négyzethalo szélein szerepld szamok, kivéve a
sarkokban szerepl6ket, pontosan két 2 x 2-es négyzetben szerepelnek. Jelolje Ay ezen szamok 6sszegét.
A 9x9-es bels6 négyzetekben taldlhato szamok pontosan négy 2 x 2-es négyzetben szerepelnek. Jeldlje
Aj ezen szamok 0Osszegét. Tehat

stl+52++5100:A1+2A2+4A3
> (118 + 119+ 120 + 121) +2- (82 + 83 + ... + 117) + 4 - (1 +2 + ... + 81)

= 20926. (4 pont)

Mivel a 20926 : 100 = 209,26 > 209, ezért az S, S, ..., S1g0 Osszegek koziil legalabb az egyik Gsszeg
legalabb 210 kell, hogy legyen. (1 pont)
[
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