N MINISTERUL EDUCATIEI

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
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megyei szakasz, 2023. februar 4.

VIII. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Hatérozd meg az x, y és z valés szamok legkisebb értékét gy, hogy az

A=Va2 =2+ 2 -3 +V22+5

értéke a lehetd legkisebb legyen!
b) Igazold, hogy a B valos szam legkisebb értéke 6-tal egyenls, ahol

B:\/9x2+6\/§x+11+\/9y2+6\/§y+7+ \/9z2+6\/5z+6.

c) Keress olyan z, y és z valos szamokat, amelyekre a C' értéke 6-tal egyenld, ahol

C= \/xy—2y+3x—5+\/yz—y+32+1—|—\/x2—x—22+11.
Csdszar Sandor, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az A értéke akkor a lehetd legkisebb, ha az Osszeg elss két tagja 0-val egyenls és a v/22 4+ 5 a

lehetd legkisebb. (1 pont)
Azaz /22 — 2 = 0, ahonnan 2% = 2, igy x = +/2.
Hasonloan y = i\/g, valamint 22 +5 > 5,Vz € R esetén. (1 pont)
Mivel z, y és z a lehets legkisebb, ezért = —v/2, y = —v/3 és 2 = 0. (1 pont)
b) B = \/(3x+\/§)2+9+ \/(3y+\/§)2+4+ \/(3z+\/5)2+1. (1 pont)
Mivel B > V9 + V4 + /1 = 6, ezért a 3x + \/5, 3y + V3 és 32 + /5 értékei 0-val kell egyenlGek
legyenek. (1 pont)
igyx:—‘/?i,y:—\/?g ész:—\/?g. (1 pont)

c) A négyzetgyokok alatti kifejezéseket atirva kapjuk, hogy

C=@-2)(y+3)+1++/(y+3)(z—1) +4+/(z—1)(z—2)+9. (1 pont)
Mivel a négyzetgyokok alatti szorzatok az Osszeg tagjaiban paronként megegyeznek, és
VI++vV4+V1=6, (1 pont)
igy x = 2,y = —3 és z = 1 megoldésa az egyenletnek. (1 pont)
[ |
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V. OMMO - megyei szakasz - VIII. osztaly

2. feladat (10 pont). a) Hatarozd meg az a szdmjegy azon értékét, amelyre v/aa — 51 =7 — a.

b) Igazold, hogy az
1 1 1 1

r 2022 72008 z_2020 72010
egyenletnek van megoldasa az egész szamok halmazan!

Csdki Ferenc, Sarkoz

Matlap 2022/10, A:4661

FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Az a # 0,aa > 51 (1 pont)

és irhatjuk, hogy

Vaa—51=7—a s aa—51 = (7—a)> & 1la—51 =49 — 14a+a® & a® — 25a+ 100 = 0 (1 pont)

a®> —5a—20a+100 =0 < a(a—5) —20(a—5) = 0 < (a—5)(a—20) = 0, amely egyenlet megoldasai

a; =5 és ay = 20. (1 pont)

Mivel a szamjegy, elfogadhaté megoldéas a = 5. (1 pont)
b) Legyen x — 2022 =y — 7.

Ekkor z — 2008 =y + 7,2 — 2020 =y + 5 és x — 2010 = y — 5. (1 pont)
Az egyenlet rendre igy irhato

1 1 1 1 y+7+y—7 y—55+y+5

y—7+y+7 y—|—5+y—5 y? =72 y? — 52 (1 pont)

2y(y? —25) —2y(y* —49) =0 & 2y(y* — 25 —y* +49) = 0 & (1 pont)

24 -2y =0=y=0. (1 pont)

Ekkor z — 2022 = —7, ahonnan x = 2015 € Z. Tehat az egyenletnek van megoldasa az egész szamok

halmazan. (1 pont)

[ |

Madsodik megoldds. Hivatalbol ( )

a) Mivel a # 0,aa > 51, ezért a > 5. ( )
De vaa — 51 > 0, igy 7 — a > 0, ahonnan kovetkezik, hogy a < 7. ( )
Behelyettesitéssel konnyen ellenérizhetd, hogy a = 5 megoldas, (1 pont)
mig a = 6 és a = 7 nem megoldasok. ( )

b) Eszrevessziik, hogy 2022 + 2008 = 4030 és 2020 + 2010 = 4030. ( )
Legyen x — 2022 =y +a és v — 2008 = y — a = 2x — 4030 = 2y = x = y + 2015, ( )
amit behelyettesitiink az adott egyenletbe és kapjuk, hogy

1 1 1 1
+ — =
y+ 2015 — 2022  y+2015—2008 y-+ 2015 — 2020 * y + 2015 — 2010
! + ! ! + ! & (1 t)
- on
y—T y+7 y—5 y+5 p
y+7+y—7 y+5+y—>5 2y 2y

2 — 49 V2 — 25 249 2 —25 Y (1 pont)
Mivel x = y+ 2015 kapjuk, hogy x = 2015 € Z. Tehat az egyenletnek van megoldésa az egész szamok
halmazan. (1 pont)
|
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3. feladat (10 pont). Az ABCDA'B'C'D’ kockdban M, N, P és ) az AB,CC',D'A’ és AA" élek
felez&pontjai. Igazold, hogy:

a) az M NP haromszog egyenls oldalu;

b) a @ pont eleme az M N P siknak;

c) az MNP és D'AC sikok parhuzamosak!

Stmon Jozsef, Csikszereda
Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Elkészitjiik a kovetkezs abrat.

I I
D C
RS
P~/
a
A LSSl
LA % I I . N:JN
RN =7
PEVASN L B
-
ok-7"pr_ |~
N/ \/’___/"____ C
N /\/ 7 |_--
/\/\ ‘,“/{"‘
/'//,-—\"\'//
A M B

Legyen AB = a = MB = NC = § é BC = a. A BMN ¢ CNB derékszogti haromszégekben

Pitagorasz tétele alapjan M N? = BM? + BN? és BN? = BC? + C'N?, tehat

MN? = BM? + BC? + CN? = (g>2+a2+(g)2_67a2:>MN_aT\/6.

(2 pont)

Hasonloan kiszamithatjuk az M P és N P szakaszok hosszat is, és azt kapjuk, hogy MN = NP = PM,
tehat az M N P haromszog egyenlS oldalu. (1 pont)

b) A PQ = “TQ, QN = aV/2 és PN = %6 szakaszokra teljesiil a QN? = PQ? + PN? egyenlSség,

ezért Pitagorasz tételének forditott tétele alapjan NP 1 PQ), tehat a PQN haromszog derékszogii.

(1 pont)
Mivel PQ = QTN = PNQ = 30°. (1 pont)
Hasonloan ]\m = 30°, tehat PNM = m + m = Q€ (MNP). (1 pont)

¢) Az el6z6 alpont alapjan az M N P sik azonos az M N PQ) sikkal. Ezt a tovabbiakban figyelembe

vessziik. A PQ szakasz kozépvonal az A’ AD' haromszogben, igy PQ || D'A. (1 pont)
Az M@ szakasz kézépvonal az AA’B haromszogben, ezért MQ || A’B, de A'B || D'C' = MQ || D'C.

(1 pont)
Mivel PQ || D’A és MQ || D'C, igy (MNP) || (D'AC). (1 pont)
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[ |

Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Mivel BMCp =C'ND/y, = APApr = MC = D'N = AP. (1 pont)
Az MNCpn = NPD)y, = MPA,, mert NC = D'P = AM, MC = D'N = AP &s derékszogi
haromszogek (befogo-befogo eset) (1 pont)
gy MN = NP = PM, tehat az M N P haromszog egyenld oldala. (1 pont)
b) A PQ szakasz kozépvonal az A’AD’ haromszogben, ezért PQ || D' A. (1 pont)
Az ACNQ téglalap, ezért QN || AC. (1 pont)
Az M@ szakasz kozépvonal az AA’B haromszogben, ezért MQ || A’B, de A’B || D'C' = MQ || D'C.
(1 pont)

A PQ || D'A, QN || AC és MQ || D'C alapjan a PQ,QN és QM egyenesek parhuzamosak a D’AC
sik egy-egy egyenesével, tehat parhuzamosak a D'AC sikkal is. Igy a Q pontbol kiindulo QP, QN és

QM egyenesek egy sikban vannak. (2 pont)
c) Az elgbbi allitasbol azonnal kovetkezik, hogy (M NP) || (D'AC). (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). A Kerekerdében talalhato nagy tolgyfa kozelében egy hosszt, egyenes arokban
Nyl Péter testvérei, Pamacs, Tapsi és Fiiles jatszanak. Bal oldalon Pamacs, kézépen Tapsi, jobb
oldalon pedig Fiiles iil. Idénként valamelyik dtugorja egyik szomszédjat. ElSfordulhat-e, hogy 2023
ugras utan ujra a kiindulé sorrendben iilnek, ha végig csak az arokban (egy egyenes mentén) ugralnak?

Jakab-Medvessi Andrea-Alice, Kolozsvdr
Matyds Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Mathé Attila Istvdn, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Jeloljiik a harom testvért neviik kezddébettje alapjan P, T, illetve F' bettikkel, a kezdeti sorrendet
pedig a PTF koddal.
Mivel minden ugras alkalmaval vagy a két széls6 testvér valamelyike ugrik be a masik ketts kozé
(TPF vagy PFT), vagy a kozéps6 ugrik ki bal (TPF) vagy jobb (PFT) oldalra, ezért a kezdeti

allapotbol egy ugras utan csak a T PF vagy PF'T sorrend valamelyike alakulhat ki. (2 pont)
Altaldban, barmely ABC' allapotbol egy lépés utan csak a BAC vagy AC B allapotok valamelyike
johet létre. (1 pont)
Ennek megfelelGen a kovetkezd sorrendek alakulhatnak ki:
PTF
— e
TPF PFT
PTF TFP FPT PTF
Y N ¥ N Y N "2
TPF PFT FTP TPF PFT FTP TPF PFT
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Megfigyelhets, hogy a hat PTF, PFT, TPF, TFP, FPT, FTP sorrend koziil minden paratlan

sorszamu ugras utan csak a TPF, PFT vagy az FT P valamelyike, mig (2 pont)

minden péros sorszamu ugras utan a PTF,TF P, F PT sorrend valamelyik alakulhat ki. (1 pont)

Mivel 2023 pératlan, és a kezdeti PTF sorrend csak paros szamu ugras utan érhets el, (2 pont
(

)
ezért a testvérek nem lehetnek a 2023. ugras utan a kezdeti sorrendben. 1 pont)
[ |
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